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Fonctions réelles d’une variable réelle : limite, continuité, fonctions équivalentes 

I. Définition : 

Une fonction d’une variable réelle à valeurs réelles est une application 𝑓: 𝑈 → ℝ où 𝑈 est le 

domaine de définition de 𝑓. 

Exemple : La fonction 
𝑓 :]−∞,0[∪]0,+∞[→ℝ

                                 𝑥→
1

𝑥

    est la fonction inverse, son graphe 

𝐺 = {𝑥, 𝑓(𝑥)/𝑥 ∈ 𝑈} où 𝑈 = 𝐷𝑓 

II. Opérations sur les fonctions : 

Soient  𝑓: 𝑈 → ℝ et 𝑔: 𝑈 → ℝ deux fonctions définies sur une même partie 𝑈 de ℝ. On peut 

alors définir les fonctions suivantes : 

• La somme de 𝑓 et 𝑔 est la fonction 𝑓 + 𝑔: 𝑈 → ℝ définie par  

(𝑓 + 𝑔)(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) pour tout 𝑥 ∈ 𝑈. 

• Le produit de 𝑓 et 𝑔 est la fonction 𝑓 ∗ 𝑔: 𝑈 → 𝑅 définie par  

(𝑓 ∗ 𝑔)(𝑥) = 𝑓(𝑥) ∗ 𝑔(𝑥) pour tout 𝑥 ∈ 𝑈. 

• La multiplication par un scalaire 𝜆 ∈ ℝ de 𝑓 est la fonction 𝜆𝑓: 𝑈 → ℝ définie par 

(𝜆𝑓)(𝑥) = 𝜆𝑓(𝑥) pour tout 𝑥 ∈ 𝑈. 

III. Fonctions majorées, minorées, bornées 

a. Définition 

• 𝑓 est constante sur 𝑈 si ∃𝛼 ∈ ℝ, ∀𝑥 ∈ 𝑈/𝑓(𝑥) = 𝛼 

• 𝑓 est dite nulle sur 𝑈 si ∀𝑥 ∈ 𝑈, 𝑓(𝑥) = 0 

• Soit 𝑓: 𝑈 → ℝ une fonction, on dit que : 

➢ 𝑓 est majorée sur 𝑈 si ∃𝑀 ∈ ℝ, ∀𝑥 ∈ 𝑈, 𝑓(𝑥) ≤ 𝑀 

➢ 𝑓 est minorée sur 𝑈 si ∃𝑚 ∈ ℝ, ∀𝑥 ∈ 𝑈, 𝑓(𝑥) ≥ 𝑚 

➢ 𝑓 est bornée sur 𝑈 si 𝑓 est à la fois majorée et minorée sur 𝑈, c’est-à-dire ∃𝑀 ∈

ℝ, ∀𝑥 ∈ 𝑈, |𝑓(𝑥)| ≤ 𝑀   
 

 

 
IV. Fonctions croissantes, décroissantes 

Définition  

𝑓: 𝑈 → ℝ une fonction  



Pr. Meryam BENABDOUALLAH 

➢ 𝑓  est croissante sur 𝑈 si ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑈, 𝑥 ≤ 𝑦 ⇒ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑦) 

➢ 𝑓  est décroissante sur 𝑈 si ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑈, 𝑥 ≥ 𝑦 ⇒ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑦) 

➢ 𝑓 est monotone sur 𝑈 si 𝑓 est (strictement) croissante ou décroissante sur 𝑈. 

Exemple : 

• 𝑓(𝑥) = √𝑥 , 𝑔(𝑥) = exp(𝑥) sont strictement croissantes. 

• 𝑒(𝑥) = |𝑥| n’est ni croissante ni décroissante sur ℝ. 

V. Parité et périodicité 

Définition  

Soit 𝐼 un intervalle de ℝ symétrique par rapport à 0 ([−𝑎, 𝑎]ou ℝ). 𝑓: 𝐼 → ℝ  une 

fonction définie sur 𝐼. On dit que : 

• 𝑓 est paire si ∀𝑥 ∈ 𝐼   𝑓(−𝑥) = 𝑓(𝑥) 

 
• 𝑓 est impaire si ∀𝑥 ∈ 𝐼   𝑓(−𝑥) = −𝑓(𝑥) 

 
 

Définition  

Soit 𝑓: ℝ → ℝ une fonction et 𝑇 un nombre réel, 𝑇 > 0. La fonction 𝑓 est dite 

périodique de période 𝑇 si  ∀𝑥 ∈ 𝑅, 𝑓(𝑥 + 𝑇) = 𝑓(𝑥) 

 

 
 



Pr. Meryam BENABDOUALLAH 

Limites : 

Définitions  

Limite en un point 

Soit 𝑓: 𝐼 → ℝ une fonction définie sur un intervalle 𝐼 de ℝ.  𝑥0 ∈ ℝ  

Définition : soit 𝑙 ∈ ℝ. On dit que 𝑓 a pour limite 𝑙 en  𝑥0 si : 

∀𝜀 > 0, ∃𝛿 > 0, ∀𝑥 ∈ 𝐼    |𝑥 − 𝑥0| < 𝛿 ⇒ |𝑓(𝑥) − 𝑙| < 𝜀 

 On dit que 𝑓(𝑥) tend vers 𝑙 lorsque 𝑥 tend vers 𝑥0. On note alors lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 𝑙  

Définition 

o On dit que 𝑓 a pour limite +∞ en  𝑥0 si ∀𝐴 > 0, ∃𝛿 > 0, ∀𝑥 ∈ 𝐼 ∶ 

  |𝑥 − 𝑥0| < 𝛿 ⇒ 𝑓(𝑥) > 𝐴. On note lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = +∞ 

o On dit que 𝑓 a pour limite -∞ en  𝑥0 si ∀𝐴 > 0, ∃𝛿 > 0, ∀𝑥 ∈ 𝐼 ∶ 

   |𝑥 − 𝑥0| < 𝛿 ⇒ 𝑓(𝑥) < −𝐴. On note lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = −∞ 

o On dit que 𝑓 a pour limite +∞ en +∞ si ∀𝐴 > 0, ∃𝐵 > 0, ∀𝑥 ∈ 𝐼 ∶ 

   𝑥 > 𝐵 ⇒ 𝑓(𝑥) > 𝐴.  

Exemple :  

Pour 𝑛 ≥ 1 lim
𝑥→+∞

𝑥𝑛 = +∞ et lim
𝑥→−∞

𝑥𝑛 =−∞,   𝑛 𝑖𝑚𝑝𝑎𝑖𝑟
+∞,   𝑛 𝑝𝑎𝑖𝑟  

lim
𝑥→+∞

1

𝑥𝑛 = 0 et lim
𝑥→−∞

1

𝑥𝑛 = 0 

Limite à gauche et à droite : 

Définition : 

• On appelle limite à droite en 𝑥0 𝑑𝑒 𝑓 la limite de la fonction 𝑓 en 𝑥0 et on la 

note lim
𝑥0

+
𝑓. 

• On définit de même la limite à gauche en en 𝑥0 de 𝑓 et on la note lim
𝑥0

−
𝑓. 

Propriétés : 

o Si lim
𝑥0

𝑓 = 𝑙 et lim
𝑙

𝑔 = 𝑙 ′ alors lim
𝑥0

𝑔 ∘ 𝑓 = 𝑙′ 

o Si 𝑓 ≤ 𝑔 et lim
𝑥0

𝑓 = 𝑙 et lim
𝑥0

𝑔 = 𝑙 ′ alors 𝑙 ≤ 𝑙′ 

o Si 𝑓 ≤ 𝑔 et si lim
𝑥0

𝑓 = +∞ alors lim
𝑥0

𝑔 = +∞ 

Théorème des gendarmes : 

Si 𝑓 ≤ 𝑔 ≤ ℎ et si lim
𝑥0

𝑓 = lim
𝑥0

ℎ = 𝑙 ∈ 𝑅, alors 𝑔 a une limite en 𝑥0 et 

lim
𝑥0

𝑔 = 𝑙. 

Continuité en un point 

Définition  

On dit que 𝑓 est continue en un point 𝑥0 ∈ ℝ si : 

∀ℇ > 0, ∃𝛿 > 0, ∀𝑥 ∈ 𝐼    |𝑥 − 𝑥0| < 𝛿 ⇒ |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)| < 𝜀 . C’est-à-dire 

lim
𝑥⟶𝑥0

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥0). 

Exemple : 

o Une fonction constante sur un intervalle. 

o La fonction racine carrée 𝑥 ⟶ √𝑥 sur [0, +∞[ 

o Les fonctions 𝑠𝑖𝑛 et 𝑐𝑜𝑠 sur ℝ 

o La fonction valeur absolue 𝑥 ⟶ |𝑥| surℝ 
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o La fonction exponentielle 𝑒𝑥𝑝 sur ℝ. 

o La fonction logarithme 𝑙𝑛 sur ℝ 

Par contre, la fonction partie entière 𝐸 n’est pas continue aux points 𝑥0 ∈ ℤ. 

Proposition : 

Soient 𝑓, 𝑔: 𝐼 → ℝ deux fonctions continues en un point 𝑥0 ∈ 𝐼. Alors : 

𝜆. 𝑓 𝑒𝑠𝑡 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑒 𝑒𝑛 𝑥0.  

𝑓 + 𝑔 𝑒𝑠𝑡 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑒 𝑒𝑛 𝑥0.  
𝑓 ∗ 𝑔 𝑒𝑠𝑡 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑒 𝑒𝑛 𝑥0. 

Si 𝑓(𝑥0) ≠ 0 alors 
1

𝑓
 est continue en 𝑥0. 

Prolongement par continuité : 

Définition :  

Soit I un intervalle, 𝑥0 un point de 𝐼 et 𝑓: 𝐼\{𝑥0} → ℝ une fonction. 

On dit que 𝑓 est prolongeable par continuité en 𝑥0 si 𝑓 admet une limite finie 

en 𝑥0. Alors lim
𝑥0

𝑓 = 𝑙. 

On définit alors la fonction 𝑓:̅ 𝐼 → ℝ. 𝑓(̅𝑥) = {
𝑓(𝑥)           𝑥 ≠ 𝑥0

𝑙                 𝑥 = 𝑥0  
 

Alors 𝑓 ̅est continue en 𝑥0 et on l’appelle le prolongement par continuité de 𝑓 

en 𝑥0. 

 
Continuité sur un intervalle 

Le théorème des valeurs intermédiaires  

Théorème 

Soit 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ une fonction continue sur un segment. Pour tout réel 

𝑦 compris entre 𝑓(𝑎) et 𝑓(𝑏) il existe 𝑐 ∈ [𝑎, 𝑏]/ 𝑓(𝑐) = 𝑦. 
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Fonctions monotones et bijections 

Rappels : injection, surjection et bijection 

Définition : soit 𝑓: 𝐸 → 𝐹 une fonction où 𝐸 et 𝐹 sont des parties de ℝ 

• 𝑓 est injective si ∀𝑥, 𝑥′ ∈ 𝐸/𝑓(𝑥) =  𝑓(𝑥′) ⇒ 𝑥 = 𝑥′ 

• 𝑓 est surjective si ∀𝑦 ∈ 𝐹, ∃𝑥 ∈ 𝐸, 𝑦 = 𝑓(𝑥) 

• 𝑓 est bijective si 𝑓 est à la fois injective et surjective. C’est-à-dire si 

∀𝑦 ∈ 𝐹, ∃! 𝑥 ∈ 𝐸, 𝑦 = 𝑓(𝑥) 
Proposition : 

Si 𝑓: 𝐸 → 𝐹 est une fonction bijective alors il existe une unique application 

𝑔: 𝐹 → 𝐸 tel que 𝑔 ∘ 𝑓 = 𝑖𝑑𝐸 et 𝑓 ∘ 𝑔 = 𝑖𝑑𝐹. La fonction 𝑔 est la bijection 

réciproque de 𝑓 et se note 𝑓−1. 

Remarque : 

• 𝑖𝑑𝐸: 𝑥→𝑥
𝐸→𝐸  

• 𝑔 ∘ 𝑓 = 𝑖𝑑𝐸 ⇔ ∀𝑥 ∈ 𝐸, 𝑔(𝑓(𝑥)) = 𝑥 

• 𝑓 ∘ 𝑔 = 𝑖𝑑𝐹 ⇔ ∀𝑦 ∈ 𝐹, 𝑓(𝑔(𝑦)) = 𝑦 

• Dans un repère orthonormé, 𝑓 et 𝑓−1 sont symétriques par rapport à 

la première bissectrice (𝑦 = 𝑥) 

Fonctions monotones et bijections 

Théorème de la bijection : 

𝑓: 𝐼 → ℝ une fonction définie sur un intervalle 𝐼 𝑑𝑒 ℝ. Si 𝑓 est continue et 

strictement monotone sur 𝐼  alors : 

1. 𝑓 établit une bijection de l’intervalle I dans 𝐽 = 𝑓(𝐼). 

2. 𝑓−1: 𝐽 → 𝐼 est continue et strictement monotone et a le même 

sens de variation de 𝑓. 

Exemple : 

Soit 𝑓(𝑥) = 𝑥2. La fonction 𝑓 n’est pas strictement monotone sur 

ℝ. Cependant, en restreignant son ensemble de définition à  

] − ∞, 0] d’une part et à [0,+ ∞ [ d’autre part, on définit deux 

fonctions strictement monotones. 

𝑓1:
            𝑥→𝑥2
]−∞,0]→[0,+∞[

 et 𝑓2:
            𝑥→𝑥2
[0,+∞[→[0,+∞[

 

On remarque que 𝑓(] − ∞, 0]) = 𝑓[0, +∞[) =[0,+∞[. Les fonctions 𝑓1 

et 𝑓2 sont des bijections. Déterminons leurs fonctions réciproques 

𝑓1
−1: [0, +∞[→] − ∞, 0] et 𝑓2

−1: [0, +∞[→ [0, +∞[. 𝑦 = 𝑓(𝑥) ⇔ 𝑦 =

𝑥2 ⇔ 𝑥 = √𝑦 𝑜𝑢 𝑥 = −√𝑦. D’où 𝑓1
−1(𝑦) = −√𝑦 𝑒𝑡 𝑓2

−1(𝑦) = √𝑦. 
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Fonctions usuelles 

 

 
1. Logarithme et exponentielle : 

a. Logarithme 

Proposition : 

Il existe une unique fonction, notée 𝑙𝑛: ]0, +∞] → ℝ tel que : 𝑙𝑛′(𝑥) =
1

𝑥
 

(pour tout 𝑥 > 0) et ln(1) = 0. De plus : 

• ln(𝑎 ∗ 𝑏) = ln 𝑎 + ln 𝑏 

• ln (
𝑎

𝑏
) = ln 𝑎 − ln 𝑏 

• ln (
1

𝑎
) = −ln (𝑎)  

• ln(𝑎𝑛) = 𝑛 ln(𝑎)  (𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑡𝑜𝑢𝑡 𝑛 ∈ 𝑁) 

• 𝑙𝑛 est une fonction continue strictement et définit une bijection de 

]0, +∞[ 𝑠𝑢𝑟 ℝ. 

• lim
𝑥→0

ln (1+𝑥)

𝑥
= 1 =

ln(1+𝑥)−ln (1+0)

1+𝑥−1
= 𝑙𝑛′(1) 

 

Remarque : ln 𝑥 s’appelle le logarithme naturel ou aussi logarithme népérien 

 Il est caractérisé par ln(𝑒) = 1. On définit le logarithme en base 𝑎 par 𝑙𝑜𝑔𝑎(𝑥) =
ln(𝑥)

ln (𝑎)
. De sorte que 𝑙𝑜𝑔𝑎(𝑎) =

ln(𝑎)

ln(𝑎)
= 1. 

Exponentielle : 

Définition : 

La bijection réciproque de 𝑙𝑛: ]0, +∞[⟶ ℝ s’appelle la fonction exponentielle notée 

𝑒𝑥𝑝: ℝ ⟶: ]0, +∞[ 

 
 

a. Exponentielle 

Proposition :  

La fonction exponentielle vérifie les propriétés suivantes : 

• exp (ln 𝑥) = 𝑥 pour tout 𝑥 > 0 et ln (exp 𝑥) = 𝑥 pour tout 𝑥 ∈ ℝ. 
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• exp(a + b) = exp(a) ∗ exp (b) 

• exp(𝑛𝑥) = (exp 𝑥)𝑛 

• exp: ℝ →]0, +∞[ est une fonction continue, strictement croissante vérifiant 

lim
𝑥⟶−∞

exp 𝑥 = 0 et lim
𝑥⟶+∞

exp 𝑥 = +∞ 

• La fonction exponentielle est dérivable et 𝑒𝑥𝑝′𝑥 = exp 𝑥, pour tout 𝑥 ∈ ℝ. 

 

2. Puissance et comparaison 

Par définition, pour 𝑎 > 0 et 𝑏 ∈ ℝ. 𝑎𝑏 = exp (𝑏 ln 𝑎) 

Propriétés : 

Branches infinies : 

• lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = ∞ ⇒ 𝑥 = 𝑥0 𝑒𝑠𝑡 𝑢𝑛𝑒 𝑎𝑠𝑦𝑚𝑝𝑡ô𝑡𝑒 𝑣𝑒𝑟𝑡𝑖𝑐𝑎𝑙𝑒.−
+  

• lim
𝑥→ ∞−

+
𝑓(𝑥) = 𝑙 ⇒ 𝑦 = 𝑙 𝑒𝑠𝑡 𝑢𝑛𝑒 𝑎𝑠𝑦𝑚𝑝𝑡ô𝑡𝑒 ℎ𝑜𝑟𝑖𝑧𝑜𝑛𝑡𝑎𝑙𝑒. 

• lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = +∞ ⇒ 𝑐𝑎𝑙𝑐𝑢𝑙𝑒𝑟 lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)

𝑥
 

o lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= 0 𝑏𝑟𝑎𝑛𝑐ℎ𝑒 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑏𝑜𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒 𝑑𝑒 𝑑𝑖𝑟𝑒𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛 (𝑜𝑥) 

o lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= +∞ 𝑏𝑟𝑎𝑛𝑐ℎ𝑒 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑏𝑜𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒 𝑑𝑒 𝑑𝑖𝑟𝑒𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛 (𝑜𝑦) 

o lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= 𝑎 ≠ 0, 𝑐𝑎𝑙𝑐𝑢𝑙𝑒𝑟 lim

𝑥→+∞
(𝑓(𝑥) − 𝑎𝑥)  

▪ lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= ∞ −

+ branche parabolique de direction 𝑦 = 𝑎𝑥 

▪ lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= 𝑏 branche parabolique de direction 𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏 

 

 

 

 
 


