Pr. Meryam BENABDOUALLAH

Fonctions réelles d’une variable réelle : limite, continuité, fonctions équivalentes
I.  Définition :

Une fonction d’une variable réelle a valeurs réelles est une application f: U — R ou U est le
domaine de définition de f.
f :]—O0,0[U]O,+OO[—)]R

Exemple : La fonction 1 estlafonction inverse, son graphe
X—=
X

G={x,f(x)/x € U}ouU = Ds
II.  Opérations sur les fonctions :
Soient f:U — Ret g:U — R deux fonctions définies sur une méme partie U de R. On peut
alors définir les fonctions suivantes :
e Lasommede f et g est la fonction f + g: U — R définie par
(f+g9)x) =f(x)+ g(x) pourtoutx € U.
e Le produitde f et g est la fonction f * g: U — R définie par
(f * g)(x) = f(x) * g(x) pour tout x € U.
e La multiplication par un scalaire A € R de f est la fonction Af: U = R définie par
(Af)(x) = Af (x) pour tout x € U.
[ll.  Fonctions majorées, minorées, bornées
a. Définition

e festconstantesurUsida E R, VxeU/f(x) =«

e festditenullesurUsivx e U, f(x) =0

e Soit f: U — R une fonction, on dit que :
> festmajoréesurUsiIM e RVx e U, f(x) <M
» festminoréesurUsiam e R, Vx e U,f(x) >m
» f estbornée sur U si f est a la fois majorée et minorée sur U, c’est-a-dire IM €

RVxeU, |[f(x)|<M
IV.  Fonctions croissantes, décroissantes

Définition
f:U = R une fonction
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» f estcroissantesurUsiVx,yeU,x<y = f(x) < f(y)
> f estdécroissantesurUsiVx,yeU, x>y = f(x) < f(y)
» f est monotone sur U si f est (strictement) croissante ou décroissante sur U.
Exemple :
e f(x) =+/x, g(x) = exp(x) sont strictement croissantes.
e e(x) = |x| n’est ni croissante ni décroissante sur R.
V.  Parité et périodicité
Définition
Soit I un intervalle de R symétrique par rapport a 0 ([—a, aJou R). f: 1 = R une
fonction définie sur I. On dit que :
o festpairesiVx €l f(—x)=f(x)
34
M

_1_
e festimpairesiVx €l f(—x)=—f(x)

fiz)

Définition
Soit f: R — R une fonction et T un nombre réel, T > 0. La fonction f est dite
périodique de période T si VX ER, f(x +T) = f(x)

Période
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Limites :
Définitions
Limite en un point
Soit f: I = R une fonction définie sur un intervalle  de R. x5 € R
Définition : soit [ € R. On dit que f a pour limite [ en xq si:
Ve> 0,36 >0,Vx €l |x—xy| <d=2|f(x)-1l|<e

On dit que f(x) tend vers [ lorsque x tend vers x,. On note alors lim f(x) =1
X—Xg

Définition
o Ondit que f a pour limite +eo en x,siVA > 0,36 > 0,Vx €[ :
|x —xol < 6 = f(x) > A.Onnote lim f(x) = +oo
X—Xg

o Ondit que f a pour limite - en x,siVA > 0,36 > 0,Vx €1 :
|x —x9] <6 = f(x) < —A.Onnote lim f(x) = —0
X

—)xo
o Ondit que f a pour limite +ec en +esiVA > 0,3B > 0,Vx €[ :
x>B=f(x)>A.

Exemple :
__+oo, npair

. n _— 1 n
Pourn =1 lim x" = +tooet lim x™ =" .

xX—+00 X——00

Jim 5 =0et Jim =0
Limite a gauche et a droite :
Définition :
e On appelle limite a droite en x, de f la limite de la fonction f en x, et on la

note lim f.
xg f

e On définit de méme la limite a gauche en en x;, de f et on la note lim f.
0

Propriétés :
o Silimf =1letlimg=1"alorslimgof =1
X0 l X0
o Sif<getlimf=1letlimg=1"alorsl <!
X0 X0
o Sif<getsilimf =+oalorslimg =+
X0 X0

Théoréme des gendarmes :

Sif<g<hetsilimf =limh =1 € R, alors g a une limite en x, et
Xo X0

limg = 1.

Xo

Continuité en un point

Définition

On dit que f est continue en un point xy € Rsi:
VE> 0,36 >0,Vx €I |x—xol < 5= |f(x)— f(xy)| < €. Cest-a-dire
Jlim £() = £ (xo).

Exemple :

Une fonction constante sur un intervalle.

La fonction racine carrée x — +/x sur [0, +oo[
Les fonctions sin et cos sur R

La fonction valeur absolue x — |x| surR

O O O O
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o Lafonction exponentielle exp sur R.
o Lafonction logarithme In sur R
Par contre, la fonction partie entiere E n’est pas continue aux points x, € Z.
Proposition :
Soient f, g: I = R deux fonctions continues en un point x, € I. Alors :
A. f est continue en x,.
f + g est continue en x.
f * g est continue en x,.

: 1 :
Si f(xg) # 0 alors 7 est continue en x,,.

Prolongement par continuité :
Définition :
Soit | un intervalle, xy un point de I et f: I\{x,} = R une fonction.
On dit que f est prolongeable par continuité en x, si f admet une limite finie
en xg. Alors lim f = [.
Xo

sfini (0 F : X X *x
On définit alors la fonction f: 1 - R. f(x) = {{( ) s 0
= Xo
Alors f est continue en x, et on l'appelle le prolongement par continuité de f
en Xxg.
A
» >
J':E}

Continuité sur un intervalle

Le théoréme des valeurs intermédiaires

Théoreme

Soit f: [a, b] = R une fonction continue sur un segment. Pour tout réel
y compris entre f(a) et f(b) il existe ¢ € [a,b]/ f(c) = y.

F 3

jay

fik)
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Fonctions monotones et bijections
Rappels : injection, surjection et bijection
Définition : soit f: E = F une fonction ou E et F sont des parties de R
e festinjectivesiVx,x' €E/f(x) = f(x)=>x=x'
e festsurjectivesiVy € F,ax € E,y = f(x)
e f est bijective si f est a la fois injective et surjective. C'est-a-dire si
Vy€eF,3lx €E,y=f(x)
Proposition :
Si f: E — F est une fonction bijective alors il existe une unique application
g:F > Etelquegof =idgetfog=idg.Lafonction g est la bijection
réciproque de f et se note f 1.
Remarque :

id . E-F
* idgiyix

o gof= idE@VxEE,g(f(x))zx
o fog=idpoVyeF,f(gl)=y
e Dans un repére orthonormé, f et f~! sont symétriques par rapport a
la premiere bissectrice (y = x)
Fonctions monotones et bijections
Théoréme de la bijection :
f:1 — R une fonction définie sur un intervalle I de R. Si f est continue et
strictement monotone sur [ alors:
1. f établit une bijection de l'intervalle I dans | = f(I).
2. f71:] - I est continue et strictement monotone et a le méme
sens de variation de f.
Exemple :
Soit f(x) = x2. La fonction f n’est pas strictement monotone sur
R. Cependant, en restreignant son ensemble de définition a
] — o, 0] d’'une part et a [0,+ oo [ d’autre part, on définit deux
fonctions strictement monotones.

—00,0]—[0,+0 0,+o0[—[0,+ 0
e gl

On remarque que f(] — o, 0]) = f[0, +oo[) =[0,+0[. Les fonctions f;
et f, sont des bijections. Déterminons leurs fonctions réciproques
fit:[0,+00[>] —,0] et f; 1[0, +o0[—> [0, +o0[.y = f(x) &y =

x*eox=lyoux=—y.Douff ) =—yet ) =/y.
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Fonctions usuelles

1. Logarithme et exponentielle :
a. Logarithme
Proposition :
Il existe une unique fonction, notée In: ]0, +] — R tel que : In'(x) = %
(pour tout x > 0) etIn(1) = 0. De plus :
e In(axb)=Ina+Inb
. ln(%) =Ina—1Inb

e In(3)=-In(a)
e In(a™) =nln(a) (pour toutn € N)
e [n est une fonction continue strictement et définit une bijection de

10, +oo[ sur R.
e lim In (1+x) —1= In(1+x)-1n (1+0) _ ln’(l)
x—0 X 1+x-1

Remarque : In x s’appelle le logarithme naturel ou aussi logarithme népérien
Il est caractérisé par In(e) = 1. On définit le logarithme en base a par log,(x) =

In(x) __In(a) _
@y De sorte que log,(a) = @ =
Exponentielle :

Définition :

La bijection réciproque de (n: ]0, +oo[— R s’appelle la fonction exponentielle notée
exp: R —:]0, +oo[

a. Exponentielle
Proposition :
La fonction exponentielle vérifie les propriétés suivantes :
e exp (Inx) = x pour tout x > 0 etIn (exp x) = x pour tout x € R.
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e exp(a+b) =exp(a) *exp (b)

e exp(nx) = (expx)"

e exp: R —]0, +oo[ est une fonction continue, strictement croissante vérifiant
lim expx =0et lim expx =+

li
X——00 X—+ 0

e Lafonction exponentielle est dérivable et exp’x = exp x, pour tout x € R.

2. Puissance et comparaison
Par définition, poura > 0 eth € R. a? = exp (bIna)
Propriétés :
Branches infinies :

e lim f(x) = Yoo = x = x, est une asymptote verticale.
X—Xg

e lim f(x) =1 =y =lestune asymptdte horizontale.
xX—>1oo

e lim f(x) =40 = calculer lim 1x)
X—+00 xX—>+oo X
o liIP % = 0 branche parabolique de direction (ox)
X—>400
o liT % = 400 branche parabolique de direction (oy)
X—>4 00
o lim 12 =g« 0, calculer lim (f(x) — ax)
x—>+o0o X X—+00
. lirp % = *oo branche parabolique de direction y = ax
X—>4 00
= lim I _ b branche parabolique de directiony = ax + b

x—>+00 X



