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Fonctions trigonométriques et hyperboliques réciproques

Quelques formules de trigonométrie
Identité remarquable

cos?x + sin?x = 1;x €R
Périodicité
cos(x + 2km) =cosx; (x ERetk €Z)
sin(x + 2kr) =sinx; (x ERetk € Z)
2m+ Dm

tan(x + km) = tanx; x # >

(m keZ)
Domaine de définition
cos:R - [-1,1]
sin:R - [-1,1]

T
tan: R\{E + kn/keZ} > R
Relations remarquables
cos(—x) =cos(x) / (x €ER)
sin(—x) = —sin(x) / (x €R)
tan(—x) = —tan(x) / (x PRCLADL

T . . T
CosS (E—X) =Sinx et Sin (E—X) = CosXx

,mEZ)

T 1
tan(z—x)=m; (x#2mm et meZ)

cos(x —y) = cosxcosy + sinxsiny
cos(x +y) = cosxcosy —sinxsiny
sin(x +y) = sinx cosy + siny cos x
sin(x —y) = sinx cosy — cosx siny

tan(x +y) tanx + tany
an(x =
y 1 —tanxtany
tan x — tan
tan(x —y) = 4

1+ tanxtany

Formules de duplication :

cos(2x) = cos?x — sin’x = 2cos’x — 1 = 1 — 2sin’x
sin(2x) = 2sinx cos x

2tanx
tan(2x)=—2
1 —tan‘x
Quelques valeurs remarquables :
T \/§ T \/f T 1 T
e (Cos0=1;cos—=—;cos—=—;cos—==;cos—=20
6 2 4 2 3 2 2
. .1 . m N2 . m N3 . m_
e sin0 =0;sin-=-;sin—-=—;sin—-=—;sin-=1
6 2 4 2 3 2 2
T 1 T T
e tan0 =0;tan— = —=;tan— = 1;tan- =+v3
) 6 \/§1 4 ) 3 \/—

Identité d’Euler :
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e* = cosx +isinx; x €R
Fonctions trigonométriques réciproques
Arc cosinus :
La fonction cos:R — [—1,1] est surjective mais pas injective entant que fonction
périodique. Mais si on considére la restriction du cosinus a l'intervalle [0,7r] cette
fonction devient aussi injective et donc bijective. Sa fonction réciproque s’appelle arc
cosinus. Par définition :
arccos: [—1,1] - [0, 7]

y - "la seule solution x € [0, 7] de l'équation cos x = y'
On adoncque:
arccosy = "le seul arc compris entre 0 et w dont le cosinus vaut y".

2__

S
3
7

Par construction :
arccos(cosx) = x; Vx € [0,] ety = cos (arccosy) Vy € [-1,1].
Exemple 1:

1 T b4 I} . 1 T
Arccos (5) =5 car — est l'angle dont le cosinus vaut S et 0< T <T

Exemple 2 :

( (771)) _ 5w
arccos | cos G =

Comme 7?” ¢ [0, ] or cos (5?”) = cos (7?” ) et 5%6[0, n] d’ou la réponse.

Arc sinus :

La fonction sin:R —[-1,1] est surjective mais pas injective. Si on considere la
restriction du sinus a l'intervalle [_7”,2], cette fonction devient aussi injective et donc

bijective. Sa fonction réciproque s’appelle arc sinus doncona:
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. -1 T
arcsin: [—1,1] » 7,;]

y = "La seule solution —Tn <x< % de l'équation sin x = y".

Par définition, on peut dire :

Arcsiny = «le seul arc compris entre _7” et g dont le sinus vaut y ».
Onaura:

arcsin (sinx) = x, pour tout x € [_7“,2] ety = sin (arcsiny) y € [—-1,1]
Exemple :

n(-3)-%
aresin| —2 ) = —

(VZ\ _m
arcsin ) = 4

) . 3m 3 /4
arcsin (sin T) * e ( )
Arctan:

En ce qui concerne la fonction tangente, elle aussi est périodique, donc elle n’est pas
injective. De toute fagon sur tout intervalle du type (_7” + kn,g + km) elle est

strictement croissante et donc injective. Sa restriction :

T
tan:]|—=,=[—=R

2°2
tan:R =] — z E[
arctan: )
tan (arctanx) = x, Vx €R
T
arctan (tanx) = x, Vx €] — E'E[

Six €] —%,%[:tan(x) =y & x = arctany

Dérivées et représentations graphiques :

Arc cos :
Six € [0,7] cosx =y & x = arccosy
-1
(arcosx)) = — Vxe€]—-11
— 1 -1

Preuve :



Pr. Meryam BENABDOUALLAH

cos(arccos x) = x = (cos(arccos x))' =1 = —(arccos x)'sin (arccos x)=1 =

-1

iy =
(a CCOSX) sin (arccos x)

Orona:

cos?y + sin’*y = 1 ety = arccos x on obtient: cos?(arccos x) + sin®(arccosx) = 1
sin?(arccos x) = 1 — cos?(arccos x)= sin(arccos x) = V1 — x2 (sin(arccosx) >

0)
D’ou (arccosx)' =

1—x2

—arccos(x)
—cos(x)
—f(x) = x
1 / 2 3
// _1_
Arcsin :
n: [-11] - [~ =, ]
arcsin:[-1,1] » [-=,=
2 2 P
rTt/ 2 /,
//
11 Aresin ,//,;-—
/-7 sin
/o
L . /2
-1 O 1
Iy -1]
//
//
//
/
o 1
(arcsinx) = ———=,Vx €] — 1,1]
V1 —x2

Arc tangente :

La restriction tan: | —g,g[ﬁR est une bijection. Sa bijection réciproque est la

fonction arc tangente. arctan: R -]

mT T

2’2

[
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] ¥ =tan x
4]
5]
1 R ——
»=drctan x
-4 = 2 x 4
I
_2-_
_4_:
] 1
(arctanx)' = — Vx €ER
1+x
Applications :
. ., V2 V3
Calculer les valeurs de arccos et arcsin en 0,1, %, PEEE Idem pour arctan en 0, 1,
1
et =
V3 V3

Calculer arccos (cos 7?”), Arcsin (sin 7?”) , arctan (tan 7?”).
Calculer cos (arctan x), cos(arcsin x), tan(arcsin x).
Lo _ x
Calculer la dérivée de f(x) = arctan (\/—ﬁ)'
En déduire que f(x) = arcsinx, Vx €] —1,1].
Montrer que : arccos x + arcsinx = g Vx € [—1,1]
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Fonctions hyperboliques et hyperboliques inverses

Définition

D’apres l'identité d’Euler :
cosx = Re (e'¥)
sinx = Im (e%™)

ona: e = cosx +isinx

Ete ™ = e!("®) = cos(—x) + isin(—x) = cosx — i sinx
Donc e™* est le conjugué de e™**
D'ou:

elx + e—lx

piX _ gix

2

Remplagons x par ix
e *+e*

CoOSx =

isinx =

cos(ix) =

isin(ix) = = —

Xy ,—X eX—e~X

Les fonctions S—2— est dite cosinus hyperbolique ch,

est appelée sinus

hyperbolique sh.

Remarque :

L'identité remarquable pour les fonctions trigonométriques (circulaires) :

cos?x + sin?x = 1 (équation du cercle: X?> + Y% = 1).

Cas hyperbolique :

On a:ch?x—sh’x =1 =2 X?—-Y?2=1etX > 0= I'équation d’une branche de
I’hyperbole d’équation X2 —Y? =1

7
Y A P
e
cosha
Ve
x? e
~ e sinh a
~N L
7N
s ~ X
~N
~N
~
~N
~N
~
~N
Propriétés
e *+e¥ .
ch(—x) = = ch x , le ch est pair
e X-e . .
sh(—x) = — = —sh x , le sh est impair
ch'x = sh x, sh'x =chx

Cosinus hyperboligue et son inverse
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X —-X

chx — e’ +e
réciproque argch: [1, +oo[— [0, +oo[

. La restriction ch: [0, +o[— [1,+o0o[ est une bijection. Sa bijection

+1

y=shx
COSInus et Ssinus
hyperboliques
Sinus hyperbolique et son inverse
eX —e™*
shx =
2
sh:R — R est une fonction continue dérivable, strictement croissante qui vérifie
lim shx = —oet lim shx = +o0. Sa bijection réciproque est argsh: R - R
X—>—00 X—+00
Proposition :
, 1
argsh'x = ——
x?+1

argshx =1In (x ++/x%2 + 1)

Tangente hyperbolique et son inverse
. h
La tangente hyperbolique est th x = %

La fonction th: R —] — 1,1] est une bijection. On note argth:] — 1,1[— R sa bijection
réciproque.

by
= Aroth o
¥ TR y
o
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¥=XE 1 Vs
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VI.  Trigonométrie hyperbolique
e ch’x—sh?x=1
e ch(a+b)=chachb+shashb
e ch(2a) = ch?a + sh?a =2ch?a—1 =1+ 2sh®a
e sh(a+b)=shachb+shbcha
e sh(2a) =2shacha

th a+thb
o tha+b)= 1+thathb
e ch'x=shx
e sh'x=chx

o th'x =1—th?x = —

ch?x
’ 1
e argch'x == -
Vi1
, 1
° argsh'x = ==

e argth'x = 1—12



